Cwiczenie 12

Modul sztywnosci

Cel ¢wiczenia

Wyznaczenie modutu sztywnos$ci metali metoda dynamiczng za pomocg pomiaru
okresu drgan skretnych.

Wprowadzenie

W przypadku cieczy i gazéw cisnienie moze by¢ przytlozone jedynie prostopadle do
powierzchni je ograniczajacej. W przypadku ciat statych, obok sit prostopadtych do
powierzchni mozliwe sg rowniez sity styczne (rys.1). W analogii do naprezenia normalnego 6
zdefiniowa¢ mozna naprezenie styczne T réwne stosunkowi sity w stycznej 7' do powierzchni
S.

Rezultatem przylozenia pary sil stycznych 7' do kostki materialu (rys.1b) jest jej
pochylenie. Kat y= Al / [ jest miarg odksztalcenia pierwotnej postaci.
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Rys. 1. Dwa podstawowe rodzaje naprezen: normalne 0=}- i styczne t=§ (a),

i odpowiadajgce im typy odksztalcen (b)

Dla naprezen i1 odksztatcen stycznych rowniez obowigzuje prawo Hooke’a wyrazone
wzorem analogicznym jak w przypadku naprezen i odksztalcen normalnych

T=GYy

Stata materialowa G bedaca stosunkiem naprezenia stycznego 7 do wywoltywanego przez nie
odksztatcenia postaci y nazywamy modulem sztywnosci.

Nietrywialnym rezultatem teorii sprezystosci jest, ze tylko dwie stale- modut
sztywnosci G oraz modut Younga E - okre$lajg wszystkie wtasnos$ci sprezyste izotropowego
ciala stalego. Oznacza to, ze w celu obliczenia odksztalcen we wszelkich, bardziej
skomplikowanych stanach naprezen, nie potrzeba wprowadza¢ nowych statych sprezystosci.
Przyktadowo, modut Younga okresla, obok rozciggania takze $ciskanie i zginanie pretow,
modut sztywnos$ci jest niezbgdny dla opisu skrgcania pretow czy rozciggania sprezyn,
wreszcie obydwa moduly £ 1 G potrzebne sg do obliczenia zmiany obj¢tosci ciata statego pod
wplywem ci$nienia hydrostatycznego.



Skrecenie preta walcowego

W przeciwienstwie do modutu Younga, bezposrednie wyznaczenie modutu sztywnosci
z wzoru (1) jest niepraktyczne, gdyz trudno zrealizowaé przylozenie do powierzchni kostki
odpowiednio duzej sity stycznej i pomiar niewielkiego kata y . W celu wyznaczenia G
wykorzystamy zjawisko skrgcenia preta walcowego.

Skrecenie jest odksztalceniem wywotanym dziataniem pary sit przylozone; do
ptaszczyzny przekroju poprzecznego preta. Podatno§¢ materiatu preta na skrgcenie zalezy
wylacznie od modutu sztywnos$ci G 1 rozmiard6w geometrycznych, tj. promienia » dtugosci /.
Ponizej wyprowadzimy zwigzek migdzy momentem skrecajacym M i1 katem skrecenia preta
@. Schemat geometryczny odksztatcenia rozpatrywanego preta przedstawiono na rys. 2.

Nalezy zauwazy¢, ze podczas skrgcenia przekroje poprzeczne obracaja si¢ dookota osi
preta, ktory nie zmienia przy tym swojej dtugos$ci ani $rednicy. Promien OB obroci si¢ o kat ¢
do potozenia OB’. Dwie tworzace AB 1 DC na powierzchni tej warstwy pochyla si¢ o kat »
tak, ze utworzony element kwadratowy ABCD przeksztatci ci si¢ w romb AB’C’D. Oznacza
to, ze powstang odksztalcenia postaci (ksztattow), ktorych miarg jest kat . Jest on
proporcjonalny do odlegtosci od osi obrotu . Z analizy trojkatéw ABB’ 1 OBB’ (posiadajacych
wspolny bok BB’) wynika, Ze odksztatcenie postaci materiatu pierscienia wynosi

y=97 2)
Zgodnie z prawem Hooke’a warto$ci naprezen stycznych wynosza
T=G6y="2 (3)

wzory (2) i1 (3) oznaczaja ze naprezenia i odksztalcenia sg najwigksze przy powierzchni walca
i malejg do zera w miare zblizania si¢ do jego osi.




Catkowity moment sily mozna obliczy¢ przez calkowanie przyczynkow do momentu
pochodzacych od infinitezymalnych rurek promieniu x i grubosci dx (pokazanych na rys. 2b).
Warto$¢ sity stycznej d7T pochodzacej od rurki otrzymamy mnozac napre¢zenie 7 przez
powierzchnie przekroju dsS.

dT = 1dS =" 2mx dx (4)

Pojedyncza rurka daje zatem przyczynek do momentu sity rowny dM =x-dT. Calkowity
moment sity dziatajacy na pret wynosi

T nGrt
M= [ dM=— (5)
1 jest proporcjonalny do kata skrecenia ¢. Wielkos$¢ D réwna
M _ nGr*
D=2== ©)

nazywamy stalg skrecenia.

Dynamiczna metoda pomiaru modutu sztywnos$ci

Narzuca si¢ mozliwos$¢ bezposredniego wyznaczenia modutu sztywnosci przez pomiar
wszystkich innych wielkosci wystepujacych we wzorze (5). Bylaby to metoda statyczna.
Znacznie wygodniejsza jest jednak metoda dynamiczna, ktéra polega na pomiarze okresu
drgan skretnych uktadu ztozonego z badanego preta obcigzonego cialem o momencie
bezwtadnosci /o. Przewaga metody dynamicznej polega na zastgpieniu pomiaru sity i kata
skrecenia przez tatwiejszy do przeprowadzenia pomiar okresu drgan

Urzadzenie do wykonania pomiar6w modulu sztywnosci nosi nazwe wibratora (rys.
3). W wibratorze na statywie zamocowany jest drut, na koncu ktorego sztywno
przymocowana jest platforma, ktérej moment bezwltadnosci mozna zmienia¢ doktadajac
pierscien lub cigzarki. Gorny koniec drutu z badanego materiatu jest przymocowany do
statywu za pomoca uchwytu A. Drugi koniec drutu potaczony jest z wibratorem B tak, by jego
srodek cigzkosci oraz punkt zawieszenia znajdowaty si¢ w jednej pionowej linii.
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Rys.3. Schemat budowy wibratora do badania drgan skretnych obcigzony cigzarkami C



Jezeli skrecimy wibrator o pewien kat w plaszczyznie poziomej, to jednocze$nie drut
skreci sie¢ o ten sam kat. Powstanie w drucie moment obrotowy sit sprezystych, ktére po
oswobodzeniu wibratora wywotuja jego ruch drgajacy. Zgodnie z prawami dynamiki dla
ruchu obrotowego okres drgan zalezy od statej skrecenia D i momentu bezwtadnosci Zy.

T, = 2n \E (7

Aby unikng¢ trudnego wyznaczania momentu bezwtadnos$ci Ix wibratora, wykonujemy dwie
rozne serie pomiarOw okresu drgan. Jedng dla wibratora nie obcigzonego i1 drugg dla
wibratora dodatkowo obcigzonego cialem geometrycznie prostym o tatwym do obliczenia
momencie bezwladnosci (np. pierscieniem lub ci¢zarkami). Okres drgan wibratora

obcigzonego 7> wynosi
T, = 21 /% (8)

na podstawie wzorow (5), (7) i (8) znajdujemy wartos¢ modutu sztywnosci jako
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Jako dodatkowe obcigzenie wibratora, o tatwym do obliczenia momencie
bezwladno$ci, stosujemy zestaw 4 cig¢zarkdw osadzonych w odlegtosci R na ramionach
wibratora (rys. 3), wzglgednie metalowy pierscien.



